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GM1. INFINITESIMALRECHNUNG

Gegeben ist die Funktion f : x - §[1+ (In x)2] mit der Definitionsmenge

D; = IR™. Ihr Graph wird mit G bezeichnet.
Hinweis: Im Folgenden darf der Grenzwert lim [x (Inx)"]=0 furnOIN
X -0

ohne Bewelis verwendet werden.
1. a) Zeigen Sie, dass f'(x) :% (1+In x)? ist, und folgern Sie daraus ohne

Verwendung der zweiten Ableitung, dass G keinen Extrempunkt

besitzt.
b) Ermitteln Sie das Krummungsverhalten von G¢ und weisen Sie nach,

dass Gt genau einen Terrassenpunkt besitzt. Berechnen Sie dessen
Koordinaten.

c) Untersuchen Sie das Verhalten von f (x) und f'(x) fir x Z 0 und fir
X — +oo, Geben Sie die Wertemenge W; der Funktion f an.

d) Berechnen Sie die Koordinaten der Schnittpunkte von Gs mit der
Winkelhalbierenden des ersten Quadranten.
[zur Kontrolle: (etel), (ele)]
2. Berechnen Sie f (1,5) sowie f (4) und zeichnen Sie G¢ unter Verwendung
aller bisherigen Ergebnisse im Bereich 0 < x < 4 (L&ngeneinheit 2 cm).

2
3. a) Weisen Sie nach, dass F:XH%[Z (Inx)? =2Inx + 3] mitx 0 R*

eine Stammfunktion von f ist.

b) Berechnen Sie fiir 0 < u < e den Inhalt der Gesamtflache A(u), die
Im Bereich u < x < e zwischen G und der Winkelhalbierenden des
ersten Quadranten liegt. Berechnen Sie lim A(u).

u-20

4. Die Funktion f ist umkehrbar (Nachweis nicht erforderlich). Der Graph

der Umkehrfunktion von f wird mit Gs-1 bezeichnet.

Geben Sie ohne Berechnung des Terms der Umkehrfunktion den Winkel
an, unter dem G¢ und G¢-1 sich im Punkt (e't|e!) schneiden, und begriin-
den Sie Ihr Ergebnis anschaulich.
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Gegeben ist fiir kO IR™ die Schar von Funktionen f, : x - % mit
(kx +1)

maximalem Definitionsbereich Dy . Der Graph von f, wird mit Gy bezeichnet.
1. a) Bestimmen Sie Dy . Untersuchen Sie das Verhalten von f, an den
Grenzen des Definitionsbereichs und geben Sie die Asymptoten von
Gy an.
b) Zeigen Sie, dass in D, gilt: f,(-1-x)=f (-1 +x)
Welche Symmetrieeigenschaft von Gy ist damit nachgewiesen?
c) Ermitteln Sie das Monotonieverhalten von fy.

d) Zeigen Sie, dass alle Graphen der Schar genau einen gemeinsamen
Punkt P haben, und stellen Sie eine Gleichung der Tangente t, im
Punkt P auf.

[Teilergebnis: P(0[1)]

Im Folgenden sei k = 0,5.

2. Berechnen Sie die Abszissen der Punkte von Ggs, deren Ordinate den
Wert 4 hat. Zeichnen Sie Gg 5 sowie ty5 (vgl. Teilaufgabe 1d) unter
Verwendung aller bisherigen Ergebnisse im Bereich —8<x <4
(Langeneinheit 1 cm).

3. a) Zeigen Sie,dassF: xm— mit D =D, 5 eine Stammfunktion

X+2
von fys ist.

t
b) Ermitteln Sie die obere Integrationsgrenze t so, dass 5 (x)dx =1
0

Ist.

c) Der Graph Ggs, die x-Achse, die Gerade x = 2 und die Gerade x = u
(u >2) schlieRen ein Flachenstiick vom Inhalt A(u) ein.
Berechnen Sie lim A(u).

U- + o
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GM2. WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG/STATISTIK

In einer Fernsehshow werden Spiele mit 7 Kandidaten durchgefihrt.

1. Da erfahrungsgemal ein eingeladener Kandidat mit einer Wahrschein-
lichkeit von 5 % nicht zur Sendung erscheint, werden insgesamt 9 Per-
sonen eingeladen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit sind bei der Sendung
mindestens 7 Kandidaten anwesend?

2. Bei der Begrufiung sitzen die 7 Kandidaten, 4 Frauen und 3 Manner, in
einer Reihe. Wie viele Sitzanordnungen gibt es, wenn hinsichtlich der
Personen unterschieden wird und
a) die beiden Randpléatze von Méannern besetzt werden sollen,

b) sich in der Reihe Manner und Frauen stets abwechseln sollen?

Die Spiele werden mit einer “Glickswand” durchgefiihrt. Diese besteht aus
20 Feldern, auf die - zun&chst unsichtbar - zufallig funfmal die Zahl 200,
viermal die Zahl 500 und dreimal die Zahl 1000 verteilt werden. Die tbrigen
Felder bleiben leer.

3. Wie viele derartige Verteilungen gibt es?

4. In der ersten Spielrunde decken die Kandidaten bei jedem Versuch zwei
Felder zugleich auf. Ein Versuch gilt als erfolgreich, wenn dabei zwei
gleiche Zahlen erscheinen.

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit verlauft ein Versuch erfolgreich?
[Ergebnis: 0,1]
b) Ein Kandidat, der bei 3 Versuchen nicht wenigstens einmal erfolg-
reich ist, scheidet aus. Mit welcher Wahrscheinlichkeit scheiden
genau 5 von den 7 Kandidaten aus?

5. In der Endrunde darf ein Kandidat nacheinander beliebig viele der 20
Felder aufdecken. Erscheint ein Leerfeld, so hat er verloren. Anderenfalls
gewinnt er die Summe der aufgedeckten Zahlen als DM-Betrag.

a) Ein Kandidat hat bereits zwei Zahlenfelder aufgedeckt. Mit welcher
Wahrscheinlichkeit geht er leer aus, wenn er noch ein drittes Feld
aufdeckt?

b) Untersuchen Sie die folgenden Ereignisse auf Unabhangigkeit:

A: ,,Das erste aufgedeckte Feld zeigt die Zahl 200.*
B: ,,Die ersten beiden aufgedeckten Felder ergeben eine Summe
groRer als 1000.*

6. Kandidat K behauptet, hellseherische Fahigkeiten zu besitzen und Zahlen-
felder mit erhéhter Wahrscheinlichkeit zu erkennen. In einem Test muss er
200-mal versuchen, ein Tausenderfeld zu finden. Nach jedem Versuch
werden die Zahlen neu verteilt. K sollen mit einer Wahrscheinlichkeit von
hochstens 10 % irrtiimlich hellseherische Féhigkeiten zugebilligt werden.

Ermitteln Sie die Entscheidungsregel. . 404 Seite 3
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V.

In einem Kaufhaus sollen auf Grund verlédngerter Ladenschlusszeiten 12 neue
Mitarbeiter eingestellt werden.

1.

In Abteilung A sind 5 Stellen zu besetzen, in Abteilung B 7 Stellen. Fir
Abteilung A bewerben sich 8 und flir Abteilung B 10 Personen.

Wie viele Mdglichkeiten gibt es, die offenen Stellen zu besetzen, wenn
die Stellen innerhalb jeder Abteilung

a) nicht unterschieden werden,

b) als verschieden angesehen werden?

Bei der BegriBung sitzen die 12 neuen Mitarbeiter, 8 Frauen und

4 Ménner, in zwei Reihen mit je 6 Stihlen.

Wie viele Sitzanordnungen gibt es, wenn nur nach Frauen und Mannern
unterschieden wird, und

a) in jeder Reihe zwei Méanner sitzen,

b) die 4 Manner nebeneinander sitzen?

Die Wahrscheinlichkeit, dass Mitarbeiter in Kaufhausern bereit sind, auch

abends zu arbeiten, sei p.

a) Wie groR ist im Fall p = 0,8 die Wahrscheinlichkeit daftir, dass von
den 12 neuen Mitarbeitern mindestens 10 bereit sind, auch abends zu
arbeiten?

b) Wie grol? musste p mindestens sein, damit mit einer Wahrscheinlich-
keit von mindestens 50 % alle 12 neuen Mitarbeiter bereit sind, auch
abends zu arbeiten?

45 % aller Kunden des Kaufhauses sind ménnlich, 50 % aller Kunden
kaufen auch abends ein. 25 % aller Kunden sind weiblich und kaufen
abends nicht ein. Untersuchen Sie die folgenden Ereignisse auf
Unabhéngigkeit:

M: ,,Ein zuféllig ausgewahlter Kunde ist mannlich.

A: ,.Ein zuféllig ausgewéhlter Kunde kauft auch abends ein.*

Die Kaufhausleitung will die verlangerten Offnungszeiten nur beibehal-
ten, wenn diese von wenigstens 40 % der Kunden gewunscht werden.
Dazu werden 200 zufallig ausgewahlte Kunden befragt. Die Wahrschein-
lichkeit dafiir, irrtimlich von den verlangerten Offnungszeiten abzu-
gehen, soll hochstens 5 % betragen.

a) Ermitteln Sie die zugehorige Entscheidungsregel.

b) Wie grol} ist bei der Entscheidungsregel aus Teilaufgabe 5a die
Wahrscheinlichkeit dafiir, die verlangerten Offnungszeiten
beizubehalten, obwohl diese nur von 30 % der Kunden gewdinscht
werden?
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GM3. ANALYTISCHE GEOMETRIE

V.

In einem kartesischen Koordinatensystem bestimmen die Punkte A(0|-4/3),
B(1]4]-2) und C(-2|4|1) die Ebene E.

1. a)

b)

a)

b)
c)

d)

Zeigen Sie, dass das Dreieck ABC einen rechten Winkel besitzt, und
berechnen Sie den Flacheninhalt dieses Dreiecks.
Ermitteln Sie die Koordinaten des Schwerpunkts S, des Umkreis-
mittelpunkts U (Thaleskreis!) und des Hohenschnittpunkts H dieses
rechtwinkligen Dreiecks ABC.
Erldutern Sie, warum die Punkte S, U und H auf einer Geraden liegen.
In welchem Verhéltnis teilt U die Strecke [SH]?
Bestimmen Sie eine Gleichung der durch die Punkte A, B und C
bestimmten Ebene E in Normalenform.

[mOgliches Ergebnis: E: 2x, +X, +2x;-2=0]

16 5
Gegeben ist weiter die Gerade g: X =[ 3} + )\( 2 mitAOIR.

-3 6

Bestimmen Sie die Koordinaten des Punkts T auf der Geraden g, der
von A den kiirzesten Abstand besitzt.

[zur Kontrolle: T(6[-1|9)]
Untersuchen Sie die gegenseitige Lage von g und E.
Berechnen Sie die Lange der Strecke [AT] und den Abstand des
Punkts T von der Ebene E.
Warum steht die Gerade AT sowohl auf der Ebene E als auch auf der
Geraden g senkrecht?
Fertigen Sie eine Skizze an, die die Geraden AT und g sowie die
Ebene E enthalt.
Geben Sie eine Gleichung der Kugel an, deren Mittelpunkt auf der
Geraden g liegt und die die Ebene E in A berihrt.
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VI.

-2 1 3 0)
Die Geraden g:x=| -4 |+A{ 2 |undh:X=| =1|+p/ -1 mitA,p0IR
2 2 -2

bestimmen die Ebene E (Nachweis nicht erforderlich).
Zusatzlich ist die Ebene H:x, +x, =0gegeben.

1. a) Bestimmen Sie eine Gleichung der Ebene E in Normalenform.
[mOgliches Ergebnis:  E: 2x; —2x, + X; =6 =0]
b) Bestimmen Sie die Koordinaten a, b und c so,
dass die Punkte A(a|0]0), B(0|b|0) und C(0|0|c)
die Schnittpunkte der Ebene E mit den
Koordinatenachsen sind.
Legen Sie ein Koordinatensystem an (vgl.
Skizze) und tragen Sie das Dreieck ABC ein.
c) Die Ebenen E und H schneiden sich in der X,
Geraden k. Bestimmen Sie eine Gleichung der
Geraden k.

X3

0 1
[mOgliches Ergebnis: k:x = (OW +1 [ —1\, T0IR]
6 -4

d) Zeigen Sie, dass das Dreieck ABC gleichschenklig ist.

Geben Sie den FulRpunkt F des Lots von dem Punkt C auf die Gerade
AB an und tragen Sie das Lot und den LotfuRpunkt F in Ihre Zeich-
nung aus Teilaufgabe 1b ein.

Begrunden Sie, dass die Strecke [CF] auf der Geraden k liegt.

e) Bestimmen Sie den Schnittwinkel a (auf 0,1° genau) der Geraden k
und der X5-Achse. Kennzeichnen Sie diesen Winkel in lhrer
Zeichnung.

f) Durch Spiegeln der Punkte A und B am Ursprung O erhélt man die
Punkte A'und B'. Tragen Sie diese Punkte in Ihre Zeichnung ein.
Berechnen Sie den Rauminhalt der Pyramide AB'ABC.

2. a) Bestimmen Sie den Abstand eines beliebigen Punkts P(0|0|p) der
X4-Achse von der Ebene E in Abhangigkeit von p.
b) Bestimmen Sie die beiden Punkte der x,-Achse, die von der
X,X,-Ebene genauso weit entfernt sind wie von der Ebene E.
[Teilergebnis: P, (0|0|1,5)]
c) Geben Sie eine Gleichung der Kugel an, die der Pyramide AB'ABC
(vgl. Teilaufgabe 1f) einbeschrieben ist.
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