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Aufgabengruppe 1

1,2

1 Gegeben ist die in IR definierte Funktion f:x+— 2e 8 . Abbildung 1 zeigt

den Graphen Gs von f, der die x-Achse als waagrechte Asymptote besitzt.
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Abb. 1

a) Berechnen Sie die Koordinaten des Schnittpunkts von G¢ mit der
y-Achse und weisen Sie rechnerisch nach, dass Gy symmetrisch
bezlglich der y-Achse ist.

1

b) Der Punkt W[—Z 2e_2j ist einer der beiden Wendepunkte von Gs. Die

Tangente an Gy im Punkt W wird mit w bezeichnet. Ermitteln Sie eine
Gleichung von w und berechnen Sie die Stelle, an der w die x-Achse
schneidet.

_ 142
(zur Kontrolle: f'(X)z—%x-e 8 )

Betrachtet wird fiir jeden Wert ¢ € IR™ das Rechteck mit den Eckpunkten
P(-c]0), Q(c|0), R(c|f(c)) und S.

c) Zeichnen Sie fur ¢ =2 das Rechteck PQRS in Abbildung 1 ein.

(Fortsetzung néchste Seite)
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d) Berechnen Sie denjenigen Wert von c, fiir den QR =1 gilt.

e) Geben Sie in Abhangigkeit von ¢ die Seitenlangen des Rechtecks PQRS

an und begriinden Sie, dass der Flacheninhalt des Rechtecks durch den
2

_1
Term A(c)=4c-e 8° gegeben ist.

f) Es gibt einen Wert von c, fur den der Flacheninhalt A(c) des Rechtecks
PQRS maximal ist. Berechnen Sie diesen Wert von c.

Betrachtet werden firr k IR die in ]-o0;0] definierten Funktionen
f 1 x> f(x)+k. Somit gilt fy (x) =f(x), wobei sich fy und f im Definitions-
bereich unterscheiden.

g) Begrunden Sie mithilfe der ersten Ableitung von f,, dass f, fir jeden
Wert von k umkehrbar ist. Skizzieren Sie in Abbildung 1 den Graphen der
Umkehrfunktion von fj.

h) Geben Sie alle Werte von k an, fur die der Graph von f, und der Graph
der Umkehrfunktion von f, keinen gemeinsamen Punkt haben.

Abbildung 2 zeigt ein Haus mit einer Dach-
gaube, deren Vorderseite schematisch in
Abbildung 3 dargestellt ist. Die Vorderseite
wird modellhaft durch das Flachenstick
beschrieben, das der Graph G; der Funktion
f aus Aufgabe 1, die x-Achse und die Ge-
raden mit den Gleichungen x=—4 und x =4
einschlielen. Dabei entspricht eine Langeneinheit im Koordinatensystem
einem Meter in der Realitat.
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der Dachgaube Abb. 3

a) Geben Sie die Breite und die H6he der Vorderseite der Dachgaube an.

In der Vorderseite der Dachgaube befindet sich ein Fenster. Dem Fenster
entspricht im Modell das Flachenstlick, das der Graph der Funktion g mit
g(x) —ax* +b und geeigneten Werten a,b € IR mit der x-Achse einschlieft
(vgl. Abbildung 3).

b) Begrinden Sie, dass a negativ und b positiv ist.

(Fortsetzung néchste Seite)
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Um den Flacheninhalt der Vorderseite der Dachgaube zu ermitteln, wird
eine Stammfunktion F von f betrachtet.

c) Einer der Graphen I, Il und Il ist der Graph von F. Begrinden Sie, dass
dies Graph | ist, indem Sie jeweils einen Grund daflr angeben, dass
Graph Il und Graph Il nicht infrage kommen.
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d) Bestimmen Sie nun mithilfe des Graphen von F aus Aufgabe 2c den
Flacheninhalt der gesamten Vorderseite der Dachgaube (einschlief3lich
des Fensters).

Beschreiben Sie unter Einbeziehung dieses Flacheninhalts die
wesentlichen Schritte eines Lésungswegs, mit dem der Wert von a
rechnerisch so bestimmt werden kénnte, dass bei einer Fensterhéhe von
1,50 m der Teil der Vorderseite der Dachgaube, der in Abbildung 3
schraffiert dargestellt ist, den Flacheninhalt 6 m? hat.

e) Um einen Naherungswert fir die L&dnge der oberen Profillinie der Vorder-
seite der Dachgaube berechnen zu kénnen, wird G¢ im Bereich
—4 <x <4 durch vier Kreisb6gen angenéhert, die nahtlos ineinander
Ubergehen und zueinander kongruent sind. Einer dieser Kreisbdgen
erstreckt sich im Bereich 0 < x <2 und ist Teil des Kreises mit Mittelpunkt
M(O | —1) und Radius 3. Berechnen Sie den Mittelpunktswinkel des zu
diesem Kreisbogen gehérenden Kreissektors und ermitteln Sie damit den
gesuchten Naherungswert.
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Aufgabengruppe 2

1 Auf einer Autobahn entsteht morgens an einer Baustelle haufig ein Stau.

An einem bestimmten Tag entsteht der Stau um Ay
06:00 Uhr und 16st sich bis 10:00 Uhr vollstandig

auf. Fur diesen Tag kann die momentane
Anderungsrate der Stauléange mithilfe der in IR
definierten Funktion f mit 2
f(x):x-(8—5x)-(1—§)2 =—%X4 +3x3 —9x2 +8x
beschrieben werden. Dabei gibt x die nach

06:00 Uhr vergangene Zeit in Stunden und f(x)
die momentane Anderungsrate der Staulange in Kilometern pro Stunde an.
Die Abbildung 1 zeigt den Graphen von f fir 0 <x<4.

Fur die erste Ableitungsfunktion von f gilt f'(x) = (5x2 —16x+8)-(1—§).

a) Nennen Sie die Zeitpunkte, zu denen die momentane Anderungsrate der
Staulange den Wert null hat, und begriinden Sie anhand der Struktur des
Funktionsterms von f, dass es keine weiteren solchen Zeitpunkte gibt.

b) Es gilt f(2) <0. Geben Sie die Bedeutung dieser Tatsache im Sach-
zusammenhang an.

WV

N

Abb. 1

c) Bestimmen Sie rechnerisch den Zeitpunkt, zu dem die Stauldnge am
starksten zunimmt.

d) Geben Sie den Zeitpunkt an, zu dem der Stau am langsten ist.

Begrinden Sie Ihre Angabe.
Im Sachzusammenhang ist neben der Funktion f die in IR definierte
2
Funktion s mit s(x) = (%) -(4—x)3 = —%x5 +%x4 ~3x3 +4x? von
Bedeutung.

e) Begriinden Sie, dass die folgende Aussage richtig ist:

Die Staulénge kann fiir jeden Zeitpunkt von 06:00 Uhr bis 10:00 Uhr
durch die Funktion s angegeben werden.
Bestétigen Sie rechnerisch, dass sich der Stau um 10:00 Uhr vollstéandig
aufgel6st hat.

f) Berechnen Sie die Zunahme der Stauldnge von 06:30 Uhr bis 08:00 Uhr
und bestimmen Sie fir diesen Zeitraum die mittlere Anderungsrate der
Staulénge.

(Fortsetzung néchste Seite)
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g) FUr einen anqeren Tag wird die \y N
momentane Anderungsrate der Stau- N
lange fur den Zeitraum von 06:00 Uhr 1 \
bis 10:00 Uhr durch den in der / \
Abbildung 2 gezeigten Graphen \ X
dargestellt. Dabei ist x die nach 0
06:00 Uhr vergangene Zeit in Stunden \ /
und y die momentane Anderungsrate [~ N_ S
der Staulange in Kilometern pro Abb. 2
Stunde.

Um 07:30 Uhr hat der Stau eine bestimmte L&nge. Es gibt einen anderen
Zeitpunkt, zu dem der Stau die gleiche Lange hat. Markieren Sie diesen
Zeitpunkt in der Abbildung 2, begriinden Sie Ihre Markierung und ver-
anschaulichen Sie |hre Begriindung in der Abbildung 2.

)

2 Betrachtet wird die Schar der in IR definierten Funktionen h, mit

hy (x):(x—S)k +1und k e{1;2;3;...}.
a) Geben Sie in Abhangigkeit von k das Verhalten von hy fur x - -« an
und begriinden Sie lhre Angabe.

b) Ermitteln Sie die Koordinaten der beiden Punkte, die alle Graphen der
Schar gemeinsam haben.

c) Die erste Ableitungsfunktion von h, wird mit hj bezeichnet. Beurteilen
Sie die folgende Aussage:

Es gibt genau einen Wert von Kk, fiir den der Graph von hj Tangente
an den Graphen von hy ist.

d) Die Graphen von h, und h, werden 1\ N sl a
in der Abbildung 3 fir k =4 beispiel- ° Q
haft fir gerade Werte von k gezeigt,
in der Abbildung 4 fiir k =5 beispiel- R P P
haft fir ungerade Werte von k.

Far k >4 werden die Punkte o 5 0 5
P(41hg (4)), Q(41hi (4)).
R(2]hy (2)) und S(2]hi (2))
betrachtet. Diese Punkte sind
jeweils Eckpunkte eines Vierecks.
Begrinden Sie, dass jedes dieser Vierecke ein Trapez ist, und zeigen
Sie, dass die folgende Aussage richtig ist:

Flr jeden geraden Wert von k mit k > 4 stimmen der Fldcheninhalt des
Trapezes fiir k und der Fldcheninhalt des Trapezes fiir k +1 (iberein.

S
Abb. 3 Abb. 4
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Stochastik

Aufgabengruppe 1

1 Im Dezember 2021 wurden in Norwegen rund 14 000 Pkw neu zugelassen.

In einer vereinfachten Ubersicht sind die Anteile der verschiedenen
Antriebsarten an diesen Neuzulassungen dargestellt:

Pkw mit Elektromotor Pkw ohne Elektromotor (Verbrenner)
rein elektrisch | Plug-in-Hybrid Benzin Diesel Sonstige
65 % 25% 3% 4% 3%

FUr eine Untersuchung werden aus diesen Neuzulassungen 200 Fahrzeuge
zufallig ausgewahlt und deren Besitzer nach den Grunden fur die Wahl der
Antriebsart befragt. Da aus einer gro3en Anzahl von Fahrzeugen nur
verhaltnismalig wenige ausgewahlt werden, wird das Urnenmodell ,Ziehen
mit Zuricklegen“ verwendet.

a) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeiten folgender Ereignisse:

D: ,Unter den ausgewahlten Pkw befinden sich sieben oder acht
Verbrenner mit Dieselmotor.”

E: ,Unter den ausgewahlten Pkw befinden sich mehr als 135 mit rein
elektrischem Antrieb.”

b) Geben Sie im Sachzusammenhang ein Ereignis an, dessen

25
Wahrscheinlichkeit mit dem Term Z (280)-0,1" -(1—0,1)200_k berechnet
k=0

werden kann.

c) Die Zufallsgrof3e X beschreibt die Anzahl der Pkw mit Elektromotor unter
den ausgewahlten Fahrzeugen. Berechnen Sie den Erwartungswert und
die Standardabweichung von X.

d) Fur einen bestimmten Wert n e {1;2;3;...} werden fur p € ]0;1[ die
binomialverteilten Zufallsgrolen Z, mit den Parametern n und p
betrachtet. Weisen Sie nach, dass unter diesen Zufallsgré3en diejenige
mit p=0,5 die grofte Varianz hat.

e) Aus den neu zugelassenen Pkw mit Elektromotor werden 40 Fahrzeuge
zufallig ausgewahlt. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafur, dass
sich darunter genau zehn Plug-in-Hybride befinden.

(Fortsetzung néchste Seite)
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2 In Deutschland waren zu Beginn des Jahres 2021 etwa 320 000 Pkw mit

rein elektrischem Antrieb und 280 000 Plug-in-Hybride zugelassen, also
insgesamt etwa 600 000 Pkw mit Elektromotor. Der Anteil der Pkw mit
Elektromotor am Gesamtbestand aller in Deutschland zugelassenen Pkw
betrug rund 1,2 %. Bestimmen Sie die Anzahl der Pkw, die aus diesem
Gesamtbestand mindestens zuféllig ausgewahlt werden missen, damit mit
einer Wahrscheinlichkeit von mehr als 97 % mindestens ein Pkw mit rein
elektrischem Antrieb darunter ist.

Ein Autozulieferer hat zwei Betriebsstandorte A und B. Die Zahl der
Beschéaftigten am Standort A ist viermal so gro3 wie am Standort B.

60 % aller Beschaftigten des Autozulieferers haben sich fiir den Kauf eines
Jobtickets entschieden, mit dem die Firma die Nutzung des &ffentlichen
Personennahverkehrs fir den Weg zur Arbeit férdert.

a) Bestimmen Sie unter der Annahme, dass der Anteil der Beschaftigten mit
einem Jobticket an beiden Standorten gleich ist, die Wahrscheinlichkeit
dafir, dass ein zufallig ausgewahlter Beschaftigter des Autozulieferers
am Standort B arbeitet und kein Jobticket besitzt.

b) Tatsé&chlich ist der Anteil der Beschaftigten mit einem Jobticket an beiden
Standorten unterschiedlich; am Standort B besitzt nur die Halfte der
Beschaftigten ein Jobticket. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafir,
dass ein zufallig ausgewéhlter Beschéaftigter des Autozulieferers, der ein
Jobticket besitzt, am Standort A arbeitet.
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Stochastik

Aufgabengruppe 2

Die Sektoren des abgebildeten Gliicksrads sind gleich
grof® und mit den Zahlen von 0 bis 9 durchnummeriert.

1 Das Glucksrad wird zwanzigmal gedreht.
Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeiten der
Ereignisse A und B. 6 4

A: ,Es wird genau siebenmal eine ungerade Zahl
erzielt.”

B: ,Es wird mehr als siebenmal und héchstens
zwdlfmal eine ungerade Zahl erzielt.”

2 Das Glucksrad wird zweimal gedreht. Untersuchen Sie, ob die Ereignisse C
und D stochastisch unabhé&ngig sind.

C: ,Die Summe der erzielten Zahlen ist kleiner als 4.
D: ,Das Produkt der erzielten Zahlen ist 2 oder 3.

3 Mit dem Glicksrad wird ein Spiel durchgefuhrt. Jeder Spieler darf das
Glucksrad beliebig oft drehen. Beendet er das Spiel selbst, bevor er eine ,0"
erzielt, so wird ihm die Summe der erzielten Zahlen in Euro ausgezahlt.
Erzielt er eine ,0%, so ist das Spiel dadurch beendet und es erfolgt keine
Auszahlung.

a) Ein erster Spieler entscheidet sich vor dem Spiel daflr, das Glicksrad,
sofern er keine ,,0“ erzielt, viermal zu drehen und danach das Spiel zu
beenden. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafir, dass er eine
Auszahlung erhalt.

b) Bei einem zweiten Spieler betragt nach mehrmaligem Drehen des
Glucksrads die Summe der erzielten Zahlen 60. Er méchte nun das Spiel
entweder sofort beenden oder das Gliicksrad genau ein weiteres Mal
drehen. Berechnen Sie fur den Fall, dass sich der Spieler fir die weitere
Drehung entscheiden sollte, den Erwartungswert fur die Auszahlung.
Geben Sie eine Empfehlung ab, ob sich der Spieler fir das Beenden des
Spiels oder flr die weitere Drehung entscheiden sollte, und begriinden
Sie lhre Empfehlung.

(Fortsetzung néchste Seite)
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¢) Wenn sich ein Spieler vor dem Spiel dafir entscheidet, das Glicksrad,
sofern er keine ,,0 erzielt, n-mal zu drehen, dann kann der
Erwartungswert fur die Auszahlung mit dem Term 5n-0,9" berechnet
werden. Beurteilen Sie die folgende Aussage:
Es gibt zwei, aber nicht drei aufeinanderfolgende Werte von n, fiir die
die Erwartungswerte flir die Auszahlung tbereinstimmen.

4 |m Folgenden wird ein Gliicksrad mit n gleich grofden Sektoren, die mit den
Zahlen von 0 bis n—1 durchnummeriert sind, betrachtet.

a) Bestimmen Sie fir n =5 die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass bei
dreimaligem Drehen des Glicksrads genau zwei gleiche Zahlen erzielt
werden.

b) Das Glicksrad wird n-mal gedreht. Ermitteln Sie den kleinstmd&glichen
Wert von n, fir den die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass alle Zahlen
verschieden sind, kleiner als 1% ist.
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Geometrie

Aufgabengruppe 1

Gegeben sind die Punkte A(19|0]0), B(0[19]0), E(12]0]7) und F(0[12]7)
(vgl. Abbildung 1). Das Viereck ABFE liegt in der Ebene L.

a) Weisen Sie nach, dass das Viereck ABFE ein Trapez mit zwei gleich langen
Seiten ist.

b) Bestimmen Sie eine Gleichung von L in Koordinatenform sowie die Grole ¢
des Winkels, den L mit der x4x,-Ebene einschliel3t.

(zur Kontrolle: x4 + X5 +x3 -19=0, ¢ =~ 55°)

Abbildung 1 zeigt den Koérper 013
ABCDEFGH, bei dem die quadratische

Grundflache ABCD parallel zur 15
quadratischen Deckflache EFGH liegt.

Der Korper ist symmetrisch sowohl
bezlglich der x4x3-Ebene als auch
beziglich der x,x3-Ebene. AuBerdem
werden die Punkte S, (0]0|k) mit D
k € |7;+[ betrachtet, die Spitzen von
Pyramiden EFGHS sind.

c) Bestimmen Sie rechnerisch denjenigen Wert von k, fiir den die Pyramide
EFGHS, den Kérper ABCDEFGH zu einer grof’en Pyramide ABCDS
erganzt.

(zur Kontrolle: k =19)

d) Zeichnen Sie die Pyramide EFGHS,5 in Abbildung 1 ein. Die Seitenflache
EFS45 und die Grundfladche EFGH dieser Pyramide schlielen einen Winkel
ein. Begrinden Sie ohne weitere Rechnung, dass die Grélie dieses Winkels
kleiner als 45° ist; verwenden Sie dazu folgende Information:

IiL'ir den Mit@lpunkt M des Quadrats EFGH und den Punkt N mit
N=1.(E+F) gilt MS;5 <MN .

Der Kérper ABCDEFGHS 5 stellt modellhaft
die Knickpyramide des Pharaos Snofru dar,
die ca. 2650 v. Chr. in Agypten erbaut
wurde (vgl. Abbildung 2). Dabei beschreibt
die x4x,-Ebene den horizontalen Boden;
eine Langeneinheit im Koordinatensystem e
entspricht 7 m in der Realitat. st

Abb. 2

(Fortsetzung néchste Seite)
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Urspringlich wurde mit dem Bau einer Pyramide begonnen, die im Modell der
Pyramide ABCDS4g entspricht. Aufgrund von Stabilitadtsproblemen im Bau-
prozess musste die Neigung der Seitenflachen gegeniiber dem Boden beim
Erreichen einer bestimmten H6he verandert werden. Der entstandene Knick ist
namensgebend fur die Pyramide.

e) Bestimmen Sie die H6hendnderung des Bauwerks, die durch die Bauplan-
anderung hervorgerufen wurde, in Metern. Begrinden Sie, dass im unteren
Teil des Bauwerks der Neigungswinkel der Seitenflachen gegeniiber dem

Boden um mehr als 9° gréRer ist als im oberen Teil des Bauwerks.

Zu einem bestimmten
Zeitpunkt fallen auf die
Knickpyramide
Sonnenstrahlen, die im
Modell durch parallele
Geraden mit dem
Richtungsvektor Qﬁ
dargestellt werden. Der
Schatten der Spitze
der Knickpyramide auf
dem horizontalen
Boden wird durch den
Punkt T beschrieben.
Die Lote durch die
Punkte E, F, G, H und
S5 auf die
X4Xo-Ebene schneiden
diese in den Punkten
E', F', G', H bzw.
S'. Diese sind
zusammen mit der

Grundflache der Pyramide und dem Punkt T in Abbildung 3 dargestelit.

x1x2-Ebene
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f) Berechnen Sie die Koordinaten von T.

Abb. 3

g) Der Schattenbereich der gesamten Pyramide auf dem Boden besteht im
Modell aus zwei kongruenten Vierecken. Zeichnen Sie diesen Schatten-

bereich in Abbildung 3 ein und geben Sie die besondere Form der
genannten Vierecke an.
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Aufgabengruppe 2

Die Abbildung zeigt den Kérper ABCDEF mit A(6|3]0), B(0|6]0),
C(3|0|0), D(6|3|6), E(0|6|6) und F(3|0|12).
Die Punkte D, E und F liegen in der Ebene L.

a) Ermitteln Sie eine Gleichung von L in Koordinatenform.
(zur Kontrolle: 2x4 +4x5 +3x3 -42=0)

b) Bestimmen Sie die Gré3e des Winkels, den L mit der x4x,-Ebene
einschlief3t.

¢) Der Flacheninhalt des Dreiecks ABC kann mit dem Term
6-6—%-3-3—2-%-3-6 berechnet werden. Veranschaulichen Sie diese

Tatsache durch geeignete Eintragungen in der Abbildung.
d) Berechnen Sie das Volumen des Kérpers ABCDEF.

(Fortsetzung néchste Seite)
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e) Die Ebene Ny enthalt die x3-Achse und den Punkt P, (1-k|k|0) mit
ke ]0;1[. Welche Kanten des Kdrpers von N, geschnitten werden, ist
abhangig von k. Durchlauft k alle Werte zwischen 0 und 1, so gibt es
Bereiche ]a;b[, fur die jeweils gilt, dass Ny fur alle Werte von k € a;b[ die
gleichen Kanten des Kdrpers schneidet. Bestimmen Sie den gréfRten dieser
Bereiche und geben Sie die zugehoérigen Kanten an.

f) Auf der Kante [AD] liegt der Punkt Q, auf der Kante [BE] der Punkt
R(O |6 | 2). Das Dreieck FQR hat in Q einen rechten Winkel. Bestimmen Sie

die x3-Koordinate von Q.

g) Der Kérper wird so um die Gerade AB gedreht, dass der mit D bezeichnete
Eckpunkt nach der Drehung in der x4x,-Ebene liegt und dabei eine positive
Xo-Koordinate hat. Die folgenden Rechnungen liefern die Lésung einer
Aufgabe im Zusammenhang mit der beschriebenen Drehung:

0 6 3
[ G}r)\-[—B]—(O]]—O@A—O,S, d.h. S(4,8]3,6]0)
0 0 0

(0
T—S+Cs‘.m

Formulieren Sie eine passende Aufgabenstellung und geben Sie die
Bedeutung von S an.



